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Given two directed graphs G,, G2, the Ramsey number R(G,, GJ is the smallest integer n 
such that for any partition (U,, Uz) of the arcs of the complete symmetric directed graph Kt, 
there exists, an integer i such that the partial graph generated by tJi contains Gi as a subgraph. 
In this~article, *p determine R(p,,,, 6,) and R(d,, d,) for some values of m and n, wih’ere p,,, 
denotes the directed path having WI vertices and D,,, is obtained from p,,, by adding an arc from 
the initial vertex of @,,, to the terminal vertex. 
Le problbme ori@al de Ramsey a donn6 lieu B diverses g&kalisations. La 
plus connue est celle concernant le nombre de Ramsey de deux graphes. (voir 
l’article de Burr [S]). Ici, nous nous intkressons au cas orient& 
IM&Won 1.1. G1 et G2 &ant deux 1-graphes, on appelle nombre de lR.amsey 
R(G1, G,), le plus petit entier n, tel que pour toute bipartition (ou bicoloration) 
(U,, U2} de Kt (graphe complet orient6 symttrique A n sommets), on ait, soit le 
graphe partie1 engendrk par V, contient G, comme sous-graphe, soit le graphe 
partiel engendre par Uz rentient G2 comme sous-graphe. 
wrqvae 1.2. Contrairement au cas non oiientk, R(G1, G,) n’existe pa? tou- 
jours. On a: 
.3. [2,7]. R(G,, G2) existe si et seulement si l’un au rnoirts des 
graphes Gl ou Gz est sans circuits. 
od . R( G1, G,) 3 R( G ;, Ga) 03 Gi llzsigne le graphe simple non 
otknt6, sows-jacent cii 63,, ayant m2me ensemble de sommets que Gi et oic Iz. ssmmets 
sont relih par urae a&e s’ils &aient relit% par au moins un arc dans Gi. 
e R (G1, 62) 3 .R(Wl, Hz) si hIi est un graphe partiel de Gi. 
emin [resp. chaine] Mmentaire de longueur n - 
213 
ur n, ayant done n 
n) un arc dl:: 1 vers 
D&B: toute Pa s@e, X d&s gw$ Yensemb3e d s sommets du graphe complet 
. d%@kez a,SU, ti Su), dbsignent respbctivemtnt l’ensemble des arcs sym&riyues 
de __ t&;. et Ii&. 
NOus now groposons de; d&+%min@r ici R@,, Be) et R(II& &) pour certaines . . 
v&ur6de m et n. La d&ermi&&n de R(&,,, &) est un prob@me pad par 
EIGary [6, pr&kme 71. 
N~us utiliserous les r&u&a% suivants: 
m a n, n imparts ’ (m, n)#(3,3) 
~13 n, m et n pairs, (m, a) # (:4, •4)~ =m+-n_ ) 2 1 
em > n, 
P~oposician 1.8: [Q]. 
R(P,, Cm> = 2m - 1, 
=m.+?- , 
2 1. 
m im_pair, n pair. 
IbGrn, n impair, 
n G m, y1 pit, 
n * m, fi impair, 
n>m 3 n pair. 
m, njt. 2. 
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(i) R(i5,,,1)3)=2m-1, ~03, 
(ii) R(I),,I),)=m+l, mB4, 
(iii) R(&&)= 2m - 1, m 25. 
Ces fbsuftats uggbent la conjecture suivante: 
Caajeeture 2.4. 
R(&,,I),)=R(P~,Pin) sinamtG3 
et (W n)f(h, 2s + l), ou n G m, n pair, 
Wk r>,, = WP,, C,) si 3 s n s m, n impair, 
ou (m, n) = (2s, 2s + 1). 
l?~~positioa 2.5. R(&, d,)> R(C,, C,). 
hp&tioa 2.6. R(&, fi,,) = R(C,, C,) = 6 si n=3, 
=2n-I si n 2 4. 
hposition 2.7. R(d,, a,,) = 11 i- 2, n = 4,5, 
= tZ+l, iG=6. 
Nous conjecturons que: 
conjectnre 2.8. R(b,, an) = R(C,, C,). 
Les demonstrations de ces rhultats figurent dans [I]. Nous donnons seulgment 
la d&non&ration de la Proposition 2.2. 
3. Dbmonstration de la Proposition 2.2 
‘i) Soit {El,, U2) une bidoration de I;“,+,_ 3. 
(1) Uz ne contient pas de e,,, sinon les arcs inverse!; de ce circuit seraient da ns 
L, qui contiendrait done un ii,,; comme n 3 nz + 1, un pr,l existerait dans l_ll. 
(2) U2 ne contient pas de &+I, sinon, soit (x,, . . . , x~,+~, x’,) un cH+, de EL. 
- Si n est pair, les cordes (Xiv xi_*) forment un c,,+! dans U,: On obtient ai;ki 
un ii,+* done un pm ditns UI. 
-Si n est impair, (x,, x3,. . . , x,, x,) et (x2, x4, . . . , ql, ,. x21 smt des circuits AZ 
SU, qui ne doivent 6 Ve i-h.% par ;aucun 2rc dts l_L (SIW~ <3!1 ‘Wl.‘ii’ Ull lPtl + 1 d.:rl~ 
Ch en d&hit qw CI et Cz sont des cliques de LJI (sinon U2 contiendrait un 
6%) et que, par con&~uent, :tout $ot;trWt de C1 et taut sonlme;t de L$ sont r&&s 
d3ns ,‘iU2+ R.mns A’ =i A U Cl’ it I?’ = -3 U C2, alors Vm 3 4, U2 = K&j,,B I et 
UI= Gz; UII doit avoir.(n+1.)/2+IC,/cm-1, i=l,2, soit ~+l+lCtl+lC~l= 
?!+?E--3~2i;rc--2 ct. zla5yn-t 1, ce qui est impossible c:ar alors (m, n) = 
(2% 2s + I), 
Si /Cl = 0, on a ;m = 4 et (n 3 1)/2 s 3 done n G 5, ce qui es1 encore impossible 
car (in, n) # (4,:s) et it 3 m + 1. 
(3) U, ne contient pas de &+l, sinon., soit [1,2, . . . , II + 1: un &+, de U2. 
--- Si rt tssi pair, ies chemins 13 = (l,3, . . . , n + 1) et 0 = (Z,lb, . . . , n) sont dans 
U, sinon on await un d, et done (n, 1)~ U2 oar &(n, 1)~ j,’ wait un pn+, de 
? : 
‘J1. 
Paa- suite, en existe dans Uz: corlltradiction avec (1). 
- Si n est impair, U1 contient les chemins ii( = (1, 2, . . . , n ) et 0 I= 
{2,4 , . . . , n+ I) et done (n+ 1, 1)~ ?.&. &+I existe done dans L$: voir (2). 
(4) Nous avons besoin de la d&ition et du resultat suivants: 
IMfM%w. Un circuit hamiltonien C* he Kz est dit bicolore s’il tist la reunion 
tfun chemin de U1, not6 C* n U1 et d’un chemin de Uz, not6 C’ fl U2 avec 
Gventuellement un de CM deux cht:mins vide auquel cas C* est manochromatique. 
En wrtu de [Er, Thkorkme 21, un tct circuit existe pour route bicoloration 
i U,, U2} des z:rcs de Kf; parmi tous ceq &cuits, choisissons ccl li tel que C* n U1 
wit maximum et soit C’* II UI = ( 1,2, . . . , p). 
(5) C” fl U, ne peut pas 6tre un I$:__,, sinon [w - 1, 1)E U, car C* fl I..& est un 
f’,,; par suite (m - 1, PM + 1) et (1, m) sont dans LJz: on obtient un I?, =[m - 1, 
w-t-1, r;)z+2,...;m+~--3, l,m}. 
Notons que m + 1 et 1 sont distincts :ar n -2 m -!- 1. 
(:7! 6* Cl Gil nz peut pds &tre un Pn, _2r 4:xm m (2 $7 := vi - :‘; > f C;SJ’ if’* amit un 
Nombres de Ramsey dans fe cas oriente’ 217 
e,, de U2 et (m - 1,l) et (m - 2, rn + n - 3) sont des arcs de U, car C* fT rJ2 est un 
%+I et sinon on en dbduirait un 6,. Mais alots U1 conGent r”, == 
(m - 1, 1,2,. . . , m-2, m-h-3). 
(7) Ce qui yrkede indique que U1 contient le chemin 
(m - 1,l ,..., p,p+n,p+l,p+n+l,p+‘l!,. .., m+n-3, m-2) 
car(i,i+n)ElJ,pourp~ism-3,sinon[i,i+1,...,i+n]seraitun~~+ide U2 
et (i+n,i+l)EQ pour pS%rn-3, sinon (i+l,i+2,...,i+n,i+P) serait un 
CR de Uz. 
Ce chemin a done 2m -p- 3 3 m sommets et done U1 contient un pm. 
(ii) Si n = m + 1 = 2s + 1, soit (U,, Uz) une bicoloration de Kz+_,_?. 
L,a demonstration est analogue 21 (i). En particulier, dans (2), on a, ICI = wi -3 
et on obtient n+m-2<2m-2 soit n 6 m, ce qui est impossible. Dow U2 ne 
contient pas de en + 1 ni de 6n+l et Ia ddmonstration se finit parei;. Dans (S), on 
construirait un fin+, au lieu d’un 6,. 
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